
Avant-propos

Il n’est guère possible d’aborder la lecture de ce traité sans avoir une bonne
connaissance des oeuvres suivantes d’A. Grothendieck :

a) Éléments de Géométrie Algébrique [28, 29, 30, 31] ;
b) Séminaires de Géométrie Algébrique 1 et 4 [26, 1].

Le lecteur prendra garde que nos références à EGA I [28] se rapportent à la seconde
édition (Springer-Verlag, 1971).

Nous suivons d’une manière générale la terminologie introduite par Grothen-
dieck dans les traités mentionnés ci-dessus. Nous nous en écartons à de rares excep-
tions près, bien mentionnées dans le texte, afin de mettre l’accent sur les concepts
fondamentaux pour ce traité. Ainsi, nous renforçons la définition d’anneau adique

et les notions géométriques qui en découlent.
Suivant les conventions de ([1] VI), nous utilisons l’adjectif cohérent comme

synonyme de quasi-compact et quasi-séparé.



Introduction

1. La géométrie rigide est devenue, au fil des ans, un outil indispensable dans
un grand nombre de questions en géométrie arithmétique. Depuis ses premières
fondations, posées par J. Tate en 1961, la théorie s’est développée dans des direc-
tions variées. Il est hors de notre propos de présenter ici ces diverses approches. Ce
traité se concentrera donc sur celle de M. Raynaud, esquissée en 1974 dans [41],
que nous exposerons dans une situation relative et d’une façon systématique. Il y
a plusieurs raisons à ce choix. D’une part, plusieurs applications importantes de
la géométrie rigide passent par les schémas formels et utilisent, si ce n’est explici-
tement, du moins implicitement, l’approche de M. Raynaud. D’autre part, de par
son essence même, cette approche est particulièrement bien adaptée aux questions
de nature algébrique et semble tout à fait incontournable pour les problèmes de
platitude.

2. Ce traité sera constitué de deux volumes. Ce premier volume est consacré à
la construction des espaces rigides et à l’étude de leurs propriétés géométriques.
On trouvera plus loin un résumé détaillé de son contenu. Plusieurs aspects de la
théorie de Raynaud ont été développés par Mehlmann dans sa thèse [39] et dans
une série d’articles par Lütkebohmert [38], Bosch et Lütkebohmert [8, 9] et Bosch,
Lütkebohmert et Raynaud [10, 11]. Mais le besoin de consolider et compléter les
fondations s’est fait sentir en particulier pour développer la théorie associée de
la cohomologie étale, qui fera l’objet du second volume. Le plan prévu pour ce
dernier est le suivant. Nous établirons d’abord des énoncés de comparaison du
type GAGA entre la topologie algébrique-étale et la topologie rigide-étale, dont
le plus important est du à Gabber et Fujiwara [19]. Celui-ci nous permettra de
ramener certaines propriétés du topos rigide-étale à leurs analogues algébriques.
Nous démontrerons ensuite les principales propriétés de la cohomologie rigide-
étale suivant le plan général de SGA 4 [1] (faisceaux constructibles, théorème de
changement de base propre, théorème de changement de base lisse, dimension
cohomologique, cohomologie à support compact, dualité de Poincaré. . .). Nous
donnerons enfin quelques applications à la cohomologie étale des schémas comme
le théorème d’acyclicité locale des morphismes réguliers ([1] XIX 4.1).

3. Dans la théorie de Raynaud, les espaces rigides sont les “fibres génériques” des
schémas formels. Avant de préciser cette notion, il nous faut fixer ses limites, c’est
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à dire les conditions de finitude requises sur les schémas formels. Initialement, la
théorie présentait à ce niveau une dichotomie : on pouvait considérer soit des sché-
mas formels de présentation finie sur un anneau de valuation complet de hauteur
1, soit des schémas formels noethériens. Si le premier cas permet de retrouver la
théorie originelle de Tate, le second introduit de nouveaux espaces rigides et donne
à cette approche l’un de ses points forts. Nous unifions ces deux cas en introdui-
sant une nouvelle classe d’anneaux topologiques que nous qualifions d’idylliques.
La première propriété importante de ces anneaux, à la base de beaucoup d’autres,
est la propriété d’Artin-Rees (1.8.25). Nous la déduisons dans le cas non noethé-
rien d’un résultat de Raynaud-Gruson (1.9.18). La seconde propriété importante
est due à Gabber et n’était pas connue en général dans [8, 9, 39] : si A est un
anneau idyllique et B est une A-algèbre de type fini, le séparé complété de B pour
la topologie déduite de celle de A est B-plat (1.12.17). On dit qu’un schéma formel
affine est globalement idyllique s’il est de la forme Spf(A), où A est un anneau idyl-
lique, et qu’un schéma formel est idyllique s’il est adique1 et si tout point admet
un voisinage ouvert formel affine globalement idyllique. Nous étendons à ces objets
certains résultats de Grothendieck initialement établis pour les schémas formels
noethériens [28, 30], entre autres ceux qui portent sur les faisceaux cohérents (2.7.2
et 2.8.5) et leurs cohomologies (théorème de finitude (2.11.5), comparaison de la
théorie “algébrique” à la théorie “formelle” (2.12.2). . .).

4. Pour définir la “fibre générique” d’un schéma formel idyllique, nous avons be-
soin de sortir du cadre des schémas formels (et même des espaces annelés). Le sens
que nous donnons à cette notion est celui des catégories quotients. Il est naturel
d’inverser dans la catégorie des schémas formels idylliques les éclatements admis-

sibles, c’est à dire de centre un idéal ouvert de type fini (appelés aussi éclatements
permis dans la préface). Raynaud [41] a montré que cette opération suffit pour
retrouver la théorie de Tate au-dessus d’un anneau de valuation complet de hau-
teur 1. Nous l’utiliserons donc comme définition générale. Mais avant d’introduire
la bonne catégorie quotient, nous étudions certains objets et propriétés rigides

relatifs aux schémas formels idylliques, c’est à dire des objets et propriétés stables
par éclatements admissibles. Nous donnons ici deux exemples :

(i) On appelle ordre 1-valuatif un anneau idyllique, local, intègre, de dimension
1 et dont la topologie n’est pas discrète. Un point rigide (resp. un point rigide

fermé) d’un schéma formel idyllique est un sous-schéma (resp. un sous-schéma
fermé) affine dont l’anneau est un ordre 1-valuatif. L’ensemble des points
rigides d’un schéma formel idyllique X est noté 〈X〉. Si A est un anneau
idyllique et J est un idéal de définition de A, alors l’ensemble des points
rigides fermés de Spf(A) est en bijection avec l’ensemble des points fermés de
Spec(A)−V(J) (3.3.2). Tout morphisme localement de type fini de schémas
formels idylliques f : X → Y induit une application que l’on note encore

1On prendra garde que notre notion de schéma formel adique est plus forte que celle de [28].
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f : 〈X〉 → 〈Y〉. Nous montrons que si f : X → Y est un éclatement admissible,
alors l’application f : 〈X〉 → 〈Y〉 est bijective (3.3.8).

(ii) Soient X un schéma formel idyllique, J un idéal de définition cohérent de
X, F un OX-module. On appelle clôture rigide de F , et l’on note H 0

rig(F )
(cf. [31] 5.9), le OX-module

H 0
rig(F ) = lim

−→
n

H omOX
(J n, F ).

Cette définition ne dépend pas de l’idéal de définition J . Si f : Y → X

est un morphisme adique de schémas formels idylliques, on a un morphisme
canonique fonctoriel

βf (F ) : H 0
rig(F ) → f∗(H

0
rig(f

∗F )).

Nous montrons que si f : Y → X est un éclatement admissible de présentation
finie et F est cohérent, alors βf (F ) est un isomorphisme (3.5.5). C’est une
version formelle du théorème d’acyclicité de Tate (cf. 3.5.7 et 4.7.9).

5. On désigne par S la catégorie dont les objets sont les schémas formels idylliques
quasi-compacts et les morphismes sont les morphismes localement de présentation
finie, et par B l’ensemble des éclatements admissibles de S. On définit la catégorie
des espaces rigides cohérents, baptisée catégorie de Raynaud et notée R, comme
la catégorie localisée de S par rapport à B. On note S → R, X �→ Xrig le foncteur
de localisation. Nous illustrons cette construction par des exemples classiques de
disques et couronnes fermés relatifs (cf. 4.1.9 et 4.3.11). On appelle point rigide

de R l’image canonique du spectre formel d’un ordre 1-valuatif. Cette notion
correspond aux points de la théorie de Tate. Certaines propriétés des morphismes
de S passent au quotient. Ainsi, on dit qu’un morphisme de R est une immersion
(resp. une immersion ouverte, resp. une immersion fermée, resp. fini, resp. propre)
s’il admet un modèle formel vérifiant la propriété analogue dans S.

6. La nouveauté par rapport à [8, 9] consiste à développer l’aspect topologique
des espaces rigides cohérents. Pour ce faire, nous généralisons la notion de recou-

vrement admissible de Tate : une famille (Xi → X)i∈I d’immersions ouvertes de
R est un recouvrement admissible si elle admet une sous famille finie couvrante
pour les points rigides, c’est à dire, s’il existe une partie finie J de I telle que
tout point rigide P au-dessus de X majore un point rigide Pj au-dessus de l’un
des Xj, j ∈ J (i.e., HomX(Pj , P ) 	= ∅). La topologie de R engendrée par les
recouvrements admissibles est appelée topologie admissible. Elle donne naissance
au gros topos admissible, noté R̃, que nous utiliserons pour définir les espaces
rigides quasi-séparés (mais pas nécessairement quasi-compacts). Il est commode
d’associer à tout espace rigide cohérent X la sous-catégorie Ad/X de R/X formée
des immersions ouvertes U → X . Nous la munirons de la topologie induite par
la topologie admissible de R, appelée encore topologie admissible de X . Le topos
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Xad des faisceaux d’ensembles sur Ad/X est le topos admissible de X . Tout mor-
phisme f : X → Y de R induit par changement de base un morphisme de topos
admissibles que l’on note encore f : Xad → Yad.

7. Soit X un objet de S. Notons BX la sous-catégorie pleine de S/X formée des
éclatements admissibles ; c’est une catégorie cofiltrante. Nous démontrons dans
4.5.12 que le topos X

rig
ad est canoniquement équivalent à la limite projective du

topos fibré
FX → BX,

obtenu en associant à tout objet (X′, ϕ) de BX le topos de Zariski X′

zar et à tout
morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) le foncteur f∗ : X′

zar → X′′

zar image inverse par le
morphisme de topos déduit de f (cf. [1] VI 8.1.1). Ce théorème ramène l’étude du
topos X

rig
ad à celle des topos bien connus X′

zar, (X′, ϕ) ∈ Ob(BX). Grâce aux résul-
tats généraux de ([1] VI §8), nous en déduisons quelques corollaires importants :

(a) Le topos X
rig
ad a mêmes points que la voûte étoilée de X (ou l’espace de Zariski-

Riemann), c’est à dire, la limite projective d’espaces topologiques

lim
←−

(X′,ϕ)∈B
X

|X′|,

où |X′| désigne l’espace topologique sous-jacent au schéma formel X′ (4.5.15).
Tout point rigide de X définit un point de la voûte étoilée, mais cette appli-
cation est loin d’être surjective en général.

(b) La catégorie X
rig
ad est canoniquement équivalente à la catégorie des sections

cartésiennes de la catégorie fibrée

F′

X → B
◦

X,

obtenue en associant à tout objet (X′, ϕ) de BX le topos de Zariski X′

zar et
à tout morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) le foncteur f∗ : X′′

zar → X′

zar image
directe par le morphisme de topos déduit de f (4.5.22). La donnée d’une
section de F′

X → B
◦

X équivaut à la donnée pour tout objet (X′, ϕ) de BX

d’un faisceau Fϕ de X′

zar et pour tout morphisme f : (X′′, ψ) → (X′, ϕ) d’un
morphisme γf (F ) : Fϕ → f∗(Fψ), ces morphismes étant soumis à des relations
de compatibilité. Une telle section est notée {(X′, ϕ) �→ Fϕ}. Les sections
cartésiennes sont caractérisées par la propriété que les morphismes γf (F )
sont des isomorphismes.

(c) Nous associons fonctoriellement à tout OX-module F une section {(X′, ϕ) �→
H 0

rig(ϕ
∗F )} de F′

X → B
◦

X. Le théorème d’acyclicité de Tate implique que
cette section est cartésienne lorsque F est cohérent. Elle définit donc un fais-
ceau F rig de X

rig
ad , appelé fibre rigide de F . En fait, nous définirons le faisceau

F rig pour tout OX-module F (pas nécessairement cohérent) (cf. 4.7.4). Le
faisceau (OX)rig est un anneau ; on le note aussi OXrig . La correspondance
F �→ F rig est un foncteur de la catégorie des OX-modules dans celle des
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OXrig -modules. Nous étudions les principales propriétés de ce foncteur sur
la catégorie des OX-modules cohérents. Nous associons à tout morphisme
adique f : X → Y entre objets de S (en particulier, à tout morphisme de S)
un morphisme de topos annelés f : (Xrig

ad , OXrig) → (Yrig
ad , OYrig) (cf. 4.7.20).

Si f est un morphisme de S, le morphisme de topos sous-jacent à f est le
morphisme f rig.

(d) Soient f : X → Y un morphisme propre de S, F un OX-module cohérent.
Pour tout q ≥ 0, le OY-module Rqf∗F est cohérent, et on a un morphisme
fonctoriel

κq : (Rqf∗F )rig → Rqf
∗
(F rig).

Nous montrons que κ0 est un isomorphisme ; si de plus, Y admet localement
un idéal de définition monogène, alors κq est un isomorphisme pour tout
q ≥ 0 (4.7.36). On notera que la condition supplémentaire pour q ≥ 1 est
suffisante pour les applications rigides puisqu’il est loisible d’éclater un idéal
de définition cohérent.

8. Nous associons à tout objet X de R un anneau OX de Xad et à tout morphisme
f : X → Y de R un homomorphisme θf : OY → f∗(OX) vérifiant des relations de
compatibilité, tels que pour tout objet X de S, OXrig soit l’anneau défini dans la
section précédente et pour tout morphisme f : X → Y de S, θfrig soit l’homomor-
phisme déduit de f . On note encore f : (Xad, OX) → (Yad, OY ) le morphisme de
topos annelés déduit de f et θf . Nous montrons les résultats suivants :

(i) Si X est un espace rigide cohérent, alors le topos (Xad, OX) est localement
annelé (4.8.6). De plus, les fibres de OX en les points rigides de X sont des
anneaux locaux noethériens (4.8.10). Cette dernière propriété nous permet
de définir la dimension d’un OX -module de type fini.

(ii) Soit X un objet de S. Pour qu’un OXrig -module soit cohérent, il faut et il
suffit qu’il soit de la forme F rig pour un OX-module cohérent F (4.8.18). En
particulier, pour tout espace rigide cohérent X , l’anneau OX est cohérent.

(iii) Soient f : X → Y un morphisme propre d’espaces rigides cohérents, F un
OX -module cohérent. Alors pour tout entier q ≥ 0, Rqf∗F est un OY -module
cohérent (4.8.22).

(iv) On appelle affinoïde un espace rigide cohérent qui admet un modèle formel
affine globalement idyllique et ayant localement un idéal de définition mo-
nogène. Nous montrons que si X est un affinoïde et F est un OX -module
cohérent, alors F est engendré par ses sections globales et Hq(Xad, F ) = 0
pour tout q ≥ 1 (4.8.26).

9. Nous présentons des versions formelles idylliques de certains résultats de pla-
titude de Raynaud-Gruson, initialement établis dans le cadre algébrique [42]. La
plupart de ces énoncés sont parus dans [9] dans le cas général2 et dans [39] pour

2On prendra garde cependant que le traitement de [9] est légèrement incomplet.
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les schémas formels de présentation finie au-dessus d’un anneau de valuation de
hauteur 1.

Nous étudions en premier lieu les modules cohérents plats sur les schémas
formels idylliques. Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohé-
rent, x ∈ X, s = f(x). Nous introduisons la notion de S -dévissage de F en x, qui
permet de raisonner par récurrence sur la dimension relative dimx(F/S ). Quitte
à remplacer (X, x) et (S , s) par des voisinages étales élémentaires, on peut tou-
jours construire de tels dévissages. Nous donnons un critère important pour que
F soit S -plat en x en termes de dévissages relatifs (5.3.6). Nous en déduisons de
nombreux corollaires, entre autres le fait que l’ensemble des points x de X tels que
F soit S -plat en x est ouvert (5.3.10).

Il y a deux façons d’introduire les modules plats sur les espaces rigides cohé-
rents. La façon la plus directe mais la moins explicite est la définition générale de
la platitude pour les topos annelés. Nous présentons aussi une autre notion plus
ad hoc, celle des modules cohérents rig-plats sur les schémas formels idylliques.
Soient f : X → S un morphisme localement de type fini entre schémas formels
idylliques, F un OX-module cohérent, P un point rigide de X. Supposons d’abord
que X = Spf(B) et S = Spf(A) soient formels affines globalement idylliques, que
P soit fermé dans X et que f(P) soit fermé dans S . Soit K un idéal de défini-
tion de B. On a F = M∆, où M est un B-module cohérent, et P correspond à
un point fermé p de Spec(B) − V(K). On dit que F est rig-f -plat en P si Mp

est A-plat. Cette notion se localise bien (c’est pour cela que l’on suppose f(P)
fermé dans S ). Par suite, on peut la globaliser. On dit que F est rig-f -plat s’il
est rig-f -plat en tout point rigide de X. Nous montrons que si f est un morphisme
de S, pour que F soit rig-f -plat, il faut et il suffit que F rig soit f rig-plat dans le
sens des topos annelés (5.5.8).

Soient f : X → S un morphisme de S, F un OX-module cohérent rig-f -
plat. Nous montrons qu’il existe un éclatement admissible de présentation finie
ϕ : S ′ → S tel que le transformé strict de F ⊗S OS ′ soit S ′-plat (5.8.1).
Comme corollaire, nous en déduisons que la platitude pour les modules cohérents
sur les espaces rigides cohérents est stable par changement de base (5.8.9).

Nous étudions aussi les modules cohérents fidèlement plats sur les espaces
rigides cohérents. Nous établissons des énoncés de descente fidèlement plate pour
les modules cohérents sur les espaces rigides cohérents (5.11.11) et pour les mor-
phismes d’espaces rigides cohérents (5.12.4), dus essentiellement à Gabber, Bosch
et Görtz [6].

10. Nous développons les propriétés différentielles des espaces rigides cohérents.
Nous introduisons d’abord les invariants normaux d’une immersion et les inva-
riants différentiels fondamentaux d’un morphisme. Nous définissons ensuite les
morphismes lisses, non ramifiés et étales par les critères infinitésimaux, et nous
étudions leurs principales propriétés. Nous donnons enfin quelques critères de lis-
sité, entre autres le critère jacobien (6.4.21).



Introduction 9

11. La dernière partie de ce volume est consacrée aux espaces rigides quasi-séparés
(mais pas nécessairement quasi-compacts). La notion de recouvrement admissible
s’étend naturellement aux préfaisceaux sur R. On appelle espace rigide quasi-

séparé un faisceau du gros topos admissible R̃ qui admet un recouvrement admis-
sible par des objets de R. Nous donnons une caractérisation simple de ces espaces
(7.1.12) qui permet de retrouver des exemples classiques, comme le disque unité
ouvert relatif (7.1.20). Nous étudions ensuite leurs propriétés géométriques, puis
leurs structures héritées des espaces rigides cohérents (site et topos admissibles,
structure annelée. . .).

12. Soient S un schéma cohérent, T un sous-schéma fermé, U l’ouvert S − T
de S. Supposons la paire (S, T ) idyllique (i.e., soit S est noethérien, soit S est
localement de présentation fini au-dessus d’un anneau idyllique A et l’idéal de T
dans S est l’image réciproque d’un idéal de définition de type fini de A). Notons
S = S/T le schéma formel complété de S le long de T , qui est alors un objet de S,
et posons Θ = S rig. Nous associons fonctoriellement à tout U -schéma de type fini
V un préfaisceau A(V ) sur la catégorie R/Θ. Nous montrons que si V est séparé de
type fini sur U , alors A(V ) est un Θ-espace rigide quasi-séparé (7.4.11) ; on le note
V an. Le foncteur V �→ V an ainsi défini est appelé foncteur GAGA relatif à (S, T ).
Nous l’étudions et montrons qu’il préserve certaines propriétés des morphismes
(e.g., être propre, fini, lisse, étale, une immersion, une immersion ouverte, une
immersion fermée).

Soit V un U -schéma séparé de type fini. Le foncteur GAGA induit un mor-
phisme de topos annelés

ΛV : (V an
ad , OV an) → (Vzar, OV ).

Nous montrons qu’il est plat (7.6.8). Si F est un OV -module, on pose F an =
Λ∗

V (F ) (l’image réciproque étant prise au sens des modules). Soient f : V ′ → V
un morphisme séparé de type fini, F ′ un OV ′ -module. On a pour tout q ≥ 0, un
morphisme de changement de base (ou de comparaison)

c
q : (Rqf∗F

′)an → Rqfan
∗

(F ′an).

Nous montrons que si f est propre et F ′ est cohérent, alors cq est un isomorphisme
pour tout q ≥ 0 (7.6.11).
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